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Unidade Tematica 1 | Sucessdes

Conteudos
Conceito de sucessdo

Representagdo grdfica de uma
sucess@o

SucessGes mondtonas
Sucessdes limitadas
Progressées aritméticas

Progressbes geométricas

Tarefa 1

Considera a sequéncia
numeérica 1,8,27,..., que
corresponde ao nimero de
cubos que formam cada cubo

da sequéncia apresentada.

7

a) Quantos sdo os cubos que

constituem o 42 termo da
sequéncia geométrica?

b

-

Qual é a expressao que
representa o nimero
de cubos que formam o

enésimo termo da ordem n?

c) Sera que existe uma
figura formada com 512

cubinhos?

Subtema 1 - Sucessoes

Conceito de Sucessao

Observa a seguinte sequéncia em que estdo representadas as quatro

primeiras figuras, formadas com fésforos:

|

1 4 7 10

Contando o numero de fésforos de cada figura, obtém-se a seguinte a

sequéncia: 1,4, 7,10, 13, .....

Mantendo a regularidade na construgdo das figuras podemos responder

a seguinte pergunta:

Quantos fosforos tem a 62 figura?

Cada figura tem mais 3 fosforos que a anterior. E, mantendo a mesma lei de

formacao, a 52 figura terad 13 fésforos, a 62 terd 16 e assim sucessivamente.

Quando observamos a sequéncia dos numeros naturais 1,2,3,4,5,......

vemos que envolve outras consideragoes.
e Os numeros estdo dispostos por uma certa ordem
e Conhecido um elemento conhecemos o seguinte

e Existe o primeiro elemento, mas ndo se consegue determinar um

ultimo elemento.

Fibonacci, no seu livro Liber Abaci, apresenta uma resolugdo para um

prolema que ficaria conhecido por Problema dos coelhos.

Considere-se, no dia 1 de Janeiro, um casal de coelhos. Suponhamos que
estecasal gera umoutro casal, nodia 1 de Fevereiro e assim sucessivamente
em todos os meses do ano. Cada um dos novos casais gera, por seu lado,
um casal de coelhos no dia 1 de cada més, a partir do seu segundo més

de existéncia.

Quantos casais de coelhos haverd no fim do ano?



Esquematicamente, temos:

Nascimentos  Total
de casais  de casais

1Jan. ;; ‘ 0 1
1 Fev. i ;; 1 2
1 Mar. W 1 3

2 Abr R1TRY 2 5
e W s s
s R B s

2121212111213 A

Estes dados podem ser registados na seguinte tabela:

N2 Total

Nascimentos Ne de casais

1 Janeiro 0 1
1 Fevereiro 1 2
1Margo 1 3
1 Abril 2 5
1 Maio 3 8

1 Junho 5 13

1 Julho 8 21

() () ()

Sendo fa fungdo que a ordem de cada més, faz corresponder o nimero de

nascimentos (comegando em fevereiro):

12 més fiH=1
22 més f(2)=1
32 més f(3)=f(1)+£(2)
492 més f(4)=£(2)+£(3)
52 més f(5)=f(3)+f(4)

(...)
De forma geral verifica-se que :

f(n)=f(n-2)+f(n-1), para todo n = 3.

Sucessdes | 9 I

Referéncia historica
Fibonacci (1180-1250)

Um dos nomes mais
conhecidos ligados ao estudo
de sequéncias de numeros é

sem duvida Fibonacci.

Leonardo de Pisa, pertencia

a familia Fibonacci e na
introdugdo da sua obra “Liber
Abaci” referia--se a si préprio
como filio Bonacci, cuja
abreviatura levou a Fibonacci,

como é geralmente conhecido.

O seu interesse pelos nimeros
surgiu ao acompanhar o seu
pai, secretario da Republica de
Pisa e diretor da Companhia
Mercantil de Pisa, por terras
banhadas pelo Mediterraneo.
O jovem aprendeu a calcular
utilizando numeros hindo-
arabicos e estudou matematica

com os arabes.

O seu interesse pelo calculo foi
progredindo e a sua sabedoria
foi sendo reconhecida, ao
ponto de ser convidado

pela corte de Frederico Il a
participar num torneio sobre
resolucdo de problemas.
Resolveu todos os problemas
que |he foram propostos,
incluindo o famoso “problema

dos coelhos”.




Curiosidade

Num girassol, as sementes
formam espirais que estdo
organizadas como sequéncias

de numeros de Fibonacci.

Os diagramas seguintes
ilustra a espiral e forma de

organizagdo das sementes de

um girassol
N
_ /
\
- 1

Tarefa 2

a) Qual é o décimo nimero

triangular?

b) Qual é o sexto numero

quadrangular?

10 | Sucessdes

Podemos construir a seguinte sucessado de valores conhecida por Sucessao

de Fibonacci:

1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Numeros figurados

Na Grécia antiga, os Pitagdricos representavam os nimeros por pontos
em pergaminhos ou por pedras colocadas na areia, distribuindo-as
segundo formas geométricas regulares cuja soma dava origem ao nimero

representado.

E neste tipo de representagdo que surgem os chamados nlGmeros

figurados: triangulares, quadrados, pentagonais etc.

Numeros triangulares: 1; 3; 6; 10; 15;..

000
o000 0 (.

o
() o0
o o0 CICK )
(] ( X ) o000 0000
Observando os numeros triangulares podemos afirmar que, a excec¢do
do primeiro termo, todos os outros termos se obtém da seguinte forma:
t, =1
L=t+2=1+2=3
t,=t,+3=1+2+3=6
t,=t,+4=1+2+3+4=10
(..)

n
t, =t +n=14+2+4+34+---4+n=

n

" ,nelIN

Numeros quadrangulares: 1; 4; 9; 16; 25; ...

. ....... ..,
o-o-9 © o0 o0 ¢
° L) . e 0o 0 ¢
1 o-0-0 : oo o0 o
4 ® i
Ix1 2%2 9 ®-0--0--@
x3 16 25
Ax4
5x5 (...)

t,=1+3+5+---+(2n—-1)=n’ ,neIN

Numeros pentagonais: 1; 5; 12; 22;..



% 0.:':.0

° °
% .O... %% .0... ... Tarefa 3

° 0 © 0y o0 og 000

[ g o o0 ® o000 ® 0000 a) Qual o0 82 e 92 termos

(Y1) (YD) 'YYY) eo000
1 5 12 22 35 (...) quadrangulares?
1 1+4 1+4+7 1+4+7+10 1+4+7+1+13 b) Averigua se 500 é nimero

n(3n—1) triangular.

t,=1+4+7+--+(3n-2)=——=,nelIN

Chama-se sucessao a toda fungdo de dominio IN.

Uma sucessao cujo conjunto de chegada seja IR diz-se uma sucessao

de nimeros reais.

Vejamos um exemplo,

u:IN —— IR

2n—4
3

n — u(n)=

Tarefa 4

2
A expressao u(l) =—— pode serrepresentada por u;, =——. )
3 Determina os 102 e 112 termos

. a S ~ } ' )
Este termo diz-se o termo de 12 ordem ou primeiro termo da sucessdo. 2B aease e ElerEee

O termo de 22 ordem ou segundo termo é: u (2) =u, = 0

0 92 termo é u(9)=u9 :%
2p-4
O termodeordemp é: u(p):up :pT

Em geral quando nos referimos ao termo de ordem n, escrevemos u,, . Tarefa 5

Escreve os seis primeiros

. termos de cada uma das
Ao termo de ordem n, U, , chama-se termo geral da sucess&o.

sucessoes de termos inteiros

positivos:
A sucessdo dos numeros pares: 2,4,6,8,.....u, =2n a) Multiplos de 3
A sucessdo dos nimeros impares: 1,3,5,7,...u, =2n—1 b) Poténcias de base trés

As sucessGes cujos termos sdo todos iguais entre si (sucessdes constantes),

tal como: 2,2,2,.......... 2, u =

Sucessoes | 11



Tarefa 6

Considera a sucess3o (4, )
definida por recorréncia :

a =-lea, =nxa, (n>1)
Determina os 4 primeiros

termos da sucessdo.

Tarefa 7

Define por recorréncia a
seguinte sucessao cujos

primeiros quatro termos sao:

u =1
142=1+l
1 1
U, =1+—+—
4 9
1 1 1
u, =l+—+—+—
4 9 16
Tarefa 8

Considera a sucessao (u,,)
cujo termo geral é dado por

_n+9

n

n
a) Calcula a soma dos dois

primeiros termos da

sucessao.

b) Determina, caso exista, a
ordem do termo que é igual

a dois.

c) Determina a ordem a partir

da qual os termos sdo

inferiores a E
2

12 | Sucessdes

As sucessOes cujos termos, a partir de certa ordem, sdo todos iguais entre

si (sucessBes quase constantes), tal como:

2,3,4,6,55,5,....... 5y

2n  paran<4
A sucessdo definida por: u, =

5 paran>4

Se os termos da sucessdo se podem determinar a partir de termos
anteriores conhecidos, diz-se que a sucessdo estd definida por

recorréncia.

Numa sucessdo (an)tem-se que o primeiro termo é 5 e qualquer termo
da sucessao diferente do primeiro obtém-se do anterior adicionando-lhe

duas unidades.
Entdo a expressdo que permite encontrar os termos da sucessdo é:
a, =5
a,=a, +2,n>1

Numa sucessdo (bn)sabe-se que bl =2 e cada termo, com excegdo do

primeiro, é o triplo do anterior. Ou seja:

2;6;18; ......... ) bn ,3b ..

por:

So=tiat o, sN23

Uma sucessao de numeros reais fica definida se for dado o seu termo

de ordem n ou termo geral u,.

Exemplos:

n - , .
———de uma sucessdo de numeros reais,

1. Dado o termo geral u, =
2n-3



calcular:
a) 042e 072 termo

4+1 T7+1 8

:72X4_3 =

uziz
To2x7-3 11

Uy

b) un+2 - unﬂ

yo—u = n+2+1  n+l+l 5
T2 (n+2) =3 2(n+1)=3 4’ -1

- N 2n—1
2. Definida a sucessdo (an) pelo seu termo geral, a, = 3
n+

Mostra que :
a) ﬁ é termo da sucessao e calcula a sua ordem.

29 2n—1 29

a,=—< =—n=15
18 n+3 18

29
Entdo 'ﬁ é o termo de ordem 15 da sucessao.

8

b) Z ndo é termo da sucessdo

5

2”_1=§®2n=29®n:%

29

Comoaequagdo éimpossivelem IN,—— ¢ /N, — ndo étermo da sucessao.
2

Uma subsucessdo de uma sucessdo (”n)é qualquer sucessdo

formada por termos da sucessado dada.

Por exemplo,

Na sucessdao dos niumeros naturais,

1,2,3,4,5,6,..,n,.., cujotermogeral é u, =n,

Tarefa 9

Considera a sucessdo (u,) cujo
. 2

termogeral é u, =n" -3 .

Calcula os 4 primeiros termos.

Tarefa 10

Determina os cinco primeiros
termos das sucessoes, cujos

termos gerais sao:

Tarefa 11
a) Determina os trés primeiros
termos de cada uma das

sucessGes de termo geral:

_n+5

"+l

vn=2n—£
n2—n

=(-1
w=(1 2

5
b) Verifica se o nimero _E
é termo de alguma das

sucessoes anteriores.

Sucessoes | 13




Tarefa 12

Considera a sucessao definida

_2n+1
n

n

a) Determina a expressdo que

define

a1) u,.,

a2) u, paran>1
b) Determina o sinal de

Us —Us

Tarefa 13

Representa graficamente os
cinco primeiros termos da
sucessdo de termo geral:
_10-3n

u
! 2

Tarefa 14

Seja (cn) a sucessdo que tem
por termo geral a expressao

n+2
CcC =

n

n
a) Calcula os termos de ordem
10 e de ordem 24.

b) Verifica que Z é termo da
sucessao. 6

c) Representa graficamente os
cinco primeiros termos da

sucessao.

14 | Sucessdes

podemos considerar as subsucessées:
e (v):2, 4,6, 810,..,2n,..

de termo geral v, = 2n, (sucessdo de niimeros pares)
e (W):1,3 57 9 11,..,2n-1, ...

de termo geral W, = 2n—1, (sucessdo de nimeros impares).

Representagao grafica de uma sucessao

O grafico de uma sucessdo de termo geral U, é constituida por todos os
pares ordenados da forma (n,un), com ne IN,emque n é o objetoe

Uu,eaimagem.

Exemplo:

Na sucessdo de termo geral : u, =2n,

Calculamos os primeiros termos :

u, =2u, =4u, =6;...;u, =2n;...

Un A

2n

=N |

Nota que como uma sucessdao tem como dominio o conjunto IN a sua

representacao grafica € um conjunto de pontos isolados.

Sucessoes Mondtonas

Consideremos os seguintes termos da sucessdo dos nimeros triangulares

(,):

1; 3; 6; 10; 15; 21; 27; 29;.........



Nesta sucessdo, qualquer termo é sempre maior do que o termo que o

Tarefa 15
precede. Podemos escrever:

Representa graficamente

L <t,<t;<..<t <t,<..paratodone IN

n+l

0s cinco primeiros termos

da sucessdo de termo geral

Esta sucess3o é crescente pois & medida que “n“ aumenta, aumentam u,=10-3n.

também os valores dos seus termos.

A sucessao (un) é crescente (em sentido estrito) se e so se para todo

nelN,u,, >u, .Deoutraforma, sempre que u,,, —u, >0 paratodo
nelN

1 .
2n+l

Consideremos, agora, os termos da sucessdo definida por: v, =

1111111 11

Nesta sucessdo, qualquer termo é sempre menor do que o termo anterior.

Podemos escrever:

V>V, >V > >y >y

n+l

>...paratodon € IN

"

Esta sucessdo é decrescente porque, a medida que “n” aumenta,

diminuem os valores dos seus termos.

A sucessdo (u,) é decrescente (em sentido estrito) se e 56 se, para
todoo n e IN,u,, <u, .Deoutraforma, sempre que u, , —u, <0

para todo n € IN

Exemplos:

Verificar se as seguintes sucessdes sdo crescentes ou decrescentes:

1l.a,=1-3n

a,,—a,=-3

n+ n

Sucessoes | 15



Tarefa 16

Indica os cinco primeiros

termos e o termo geral de:

a) Uma sucessdo cujos termos
cresgam sempre

b) Uma sucessdo cujos termos
decresgam sempre

c) Uma sucessao cujos
termos nao sejam sempre

crescentes ou decrescentes

16 | Sucessdes

Como, a,,, —a, <0 ,paratodone IN, entdo a sucessdo é estritamente

decrescente
2
2. b, =——
n+1
2
b)'l+l _bVl =T N A
(n + l)(n + 2)
Mas, 2 >0, (ambos os termos da fragdo sdo positivos)
(n+1)(n+2)

Entdo, a sucessdo dada é estritamente crescente.

3. ¢, =(—1)n
1 sené par

Observa que: ¢, =

-1 senéimpar

Para n par, temos que ¢,,, —¢, =—1-1=-2
Para n impar, temos q,,, —¢q, =1+1=2
Nesta sucessdo, nao é possivel estabelecer que

q,.—9,>00u q,,—g,<0 , para todo n € IN, donde se conclui

que a sucessao ndo e crescente nem decrescente.

A sucess3o (un) é monétona se e s6 se, para todo 7 € IN , for

sempre crescente ou decrescente.

Nos exemplos anteriores, temos que:
1. a,=1-3n

Como a,,,—a, = —3 <0 asucessdo dada é sempre decrescente, logo

n

é monodtona .

_ 2n
n+l1

2. b

n

2
Como b,, —b, =——————>0 asucessdo dada é sempre crescente,
(n + 1)(;1 + 2)



logo é mondtona.

e A sucessao (un) é crescente ( em sentido lato) se e so se para
todo nelIN,u,  >u, .Ouseja, u,,, —u, 20 paratodo ne€IN .

e Asucessdo (u,) é decrescente (em sentido lato) se e s6 se, para

todooneIN,u,, <u, .Ouseja, u,,, —u, <0 paratodo neIN .

n+l

Exemplos:
v, =2
1v,= v, =5
v =9, paratodon=3

Observaque v,—v,=3 ev,,,—v,=0,para n=>3

n+l

Temosque v, —v, 20,Vne IN

fi=1
2. A sucessdo de Fibonacci fz =1
Jo =S+ S

Para todo n >1 temos f,., —f >0 ecomo fi=1 e f =1,

f;1+l_f;l 20

Sucessoes limitadas

Dado um conjunto X de numeros reais, chama-se majorante de X a um

ndmero real m, tal que x < m , qualquer que seja x € X .

Qualquer nimero positivo ou o zero é majorante do conjunto dos nimeros

reais negativos.

Dado um conjunto X de nimeros reais, chama-se minorante de X a um

numero real n, tal que x > n, qualquer que seja x € X .

Qualquer nimero negativo ou o zero é minorante do conjunto dos

numeros reais positivos.

Se um conjunto for simultaneamente majorado e minorado diz-se

limitado.

Tarefa 18

Estuda, quanto a monotonia as

sucessoes a seguir definidas.

5

a) a,=—
2n

b) b, = n+l
2n—-3

c) ¢ =1+3n

n
e) en:
n+12
-1)"
e
n

Sucessoes | 17



Tarefa 19

Considera o conjunto

A={1;3;£;8}
2

a) Qual é o conjunto de todos
0s numeros reais maiores
que qualquer elemento do

conjunto A?

b) Qual é o conjunto de todos
0s numeros reais menores
que qualquer elemento do

conjunto A?

Tarefa 20

Averigua se as seguintes

sucessdes sao limitadas ou ndo

n_
a) a, =
n+2
b) b, =(-1)"
Sn+3
c) ¢, =——
n
d d,=2n+9
e) en:l—n
n

18 | Sucessdes

Exemplos:
Seja o conjunto 4 ={-3,,-2,-1,0,1,2}

Podemos afirmar que 2 é majorante e -3 é um minorante, logo o conjunto

A é limitado.

Uma sucessdao de numeros reais diz-se limitada se o conjunto dos
seus termos for um conjunto limitado, em IR. Ou seja uma sucessao
diz-se limitada se o conjunto dos seus termos admite um majorante e

um minorante.

a<u,<b Paratodoone IN,coma,beRea<b

Graficamente:

Up

Majorante
[

)
Minorante

Exemplos:

A sucessao u, = (—l)n é limitada, pois o conjunto dos seus termos {-1;1}

é um conjunto limitado.

n
A sucessdo vV, = 1 é limitada.

n+

Observa que v, =1- ] todos os termos da sucessdo sdo positivos
n+

maiores que 0 e menores que 1.



Vn
__________ o~ —— ——— — -
*
®
e .
—————— e . . i
e
s : — Tarefa 21
of 123 n
Considera as sucessdes
n 4n+1
a, = b, =
n+3 n
Entdo, 0 <v, <1 ,paratodoneIN, temos um minorante que é 0 e a) Justifica que (b,,) é uma
um majorante que é 1. Mas, também podemos dizer que a sucessao sucessdo limitada.
-1< v <1, ouseja vﬂ| <1. b) Sera que 20 é majorante de
(an)?
Uma sucessdo (u,) diz-se limitada se e sé se existe um nimero real
positivo L tal que :|u,| < L < —L <u, < L, paratodon € IN .
Up
L
° L4 ®
0 n
° ° °
Tarefa 22
_L . ~
Considera a sucessdo
cujo termo geral é :
Exemplo: — senéimpar
. —Sn+1 | . u, =
Prova que a sucessdo de termo geral u#, = ——— ¢ limitada. 1 ,
n 3+—sené par
n
a) Representa graficamente os
B —Sn+1 1
Resolugdo: Temos que u, = — =5 +; ) 10 primeiros termos.
1 ~ 7
como 0 <—<1 paratodon e IN ,vem que =5 <u, <—4. 2} MEEE) GIB ) UL DT
n limitada.
Ou seja, podemos escrever que =S <u, <5< |u,|<5,nelN

A sucessdo é limitada . Neste caso L pode ser 5.
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Tarefa 23

Indica as que sdo progressoes
aritméticas indicando a
respetiva razao
n-3
a, =6+
3

n

b, =(2)
1

@ ==

! +1

Tarefa 24

Escreve uma expressao do
termo geral de uma progressao
aritmética:

a) Mondtona crescente cujo

primeiro termo é negativo.

b) Mondtona decrescente cujo

primeiro termo é positivo.
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Progressdes aritméticas

Considera a seguinte sucessdo (u,) definida por recorréncia

u, =4

u,, =u,+3 paran>1

Alguns termos da sucessdo sdo:

4;7;10; 13; ...

Verifica que u,,,—u, =3. Ou seja, a diferenca entre cada termo e o

anterior é sempre constante e igual a 3.

Chama-se progressao aritmética a toda a sucessdo em que é constante
a diferenca entre qualquer termo (diferente do primeiro) e o que o

precede.

u,,, —u, =r(constante), paratodon € IN

n+l

A constante r da-se o nome de razdo da progressao.

Considera a situagdo:

Quando a quantidade de dgua de um reservatério atinge o minimo de Sm’
é aberta uma torneira automaticamente despejando-se 4m’ de dgua por

hora, neste reservatorio, até completar sua capacidade, que é de 45 m,

A sucessdo a seguir apresenta a quantidade, em m3, contida no
reservatério, de hora em hora, a partir do instante que foi atingida a
quantidade minima: 5,9,13,17,21,25,29,33,37,41,45

Esta sequéncia obtém-se adicionando-se uma mesma constante a cada

termo. (Neste caso a razdo da progressao é 4).



Toda progressao aritmética (un) de razdo r é uma sucessdao mondtona:
Tarefa 25

Crescenteser >0 . o
Considera a sucessao dos

Decrescente ser <0 ndmeros pares positivos.

Constantese r=10 a) Justifica que se trata de

uma progressao aritmética

crescente.
Exemplos:
b) Qual é o termo de ordem

1. Considera a sucessdo de termo geral: u, =1-3n. 502

U,y —tt, =1=3(n+1)—(1-3n)=-3 c) Escreve a expressio do

Entdo asucessdo dada é uma progressao aritmética de razdo-3. (mondtona

termo geral.
decrescente).
2. A sucessdo de termo geral u, =2n—3 é uma progressdo aritmética
de razdo 2, mondtona crescente, pois para todo numero natural n,
u,, —u, =2(n+1)—2n+3 =2
Tarefa 26

Numa progressao aritmética,

Expressao do termo geral de uma progressao aritmética .
0 quarto e o sexto termos sao

Seja (u,) uma progressdo aritmética de razdo r respectivamente, 21 e 15. Qual

Uy sUys Uy 5eeyUys e o termo geral da sucessdo?
u, =1u,
U, =u, +r
o U, =u, +r+r=u +2r
Verifica que: 3 1 1
Tarefa 27
. Determina em cada caso, uma
expressao do termo geral da
U, =U +F+ . +g=u1+(n—1)r
(n1 parcelas progressao aritmética de que
se conhece:
a) a, =13 e a, =8
Entdo, o termo geral de uma progressdo aritmética (u,) de razdor e 1
b) d =——er=5
primeiro termo u, é dado por: !
1
u, =u,+(n—1)r c) w, =1 er=§

Exemplos:

Numa progressao aritmética de razdo -7 e primeiro termo 18, determina

o termo de ordem seis.
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Referéncia histérica
Carl Friedrich Gauss
1777-1855

Conta-se que o matematico
alemdo Gauss, ainda muito
novo, como aluno do ensino
basico, surpreendeu o seu
professor quando este
propds aos seus alunos que
calculassem o valor da soma
dos nimeros inteiros de 1 a
100. Gauss tera respondido
passado pouco tempo,
utilizando a estratégia indicada

a seguir
1+2+ 3+ 4 +..+98+99+100
100+99 +98 +97 +..+ 3+ 2+ 1

101+101+101+101+...+101+101 +101
Com este processo obteve

100 vezes a parcela 101. Isto
significa que adicionando duas
vezes 0s numeros inteiros

de 1 a 100, se obtém como
resultado 10100. Desta forma,
a resposta a questdo proposta
pelo professor é de 5050.
(10100:2).
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Podemos comecar por determinar o termo geral da sucessao.

u, :18+(n—1)(—7)
u,=25-"1n

Depois, o termo de ordem seis é dado por
U, =25—7(6)=—17

Numa progressdo aritmética o termo de ordem quatro é 10 e a razdo é -6.

Determina o termo geral da progressao.

Temos que:

u,=u, +3r &10=y, +3(—6)<::>u1 =28
Substituindo os valores do primeiro termo e da razdo na expressao do
termo geral da progressao obtemos:

u, =28+ (n—-1)(-6) < u, =34—6n

Soma dos n termos consecutivos de uma progressao aritmética

A estratégia de Gauss é ilustrada no seguinte diagrama:

1 2 3 4 ... 97 98

Lo+

101

99 100

+
101
+
101

+
101

Nesta estratégia, a soma do 12 com o ultimo é igual a soma do 22 com o
penultimo, o 32 com o antepenultimo e assim sucessivamente, de modo a

que a soma de quaisquer dois termos equidistantes dos extremos é igual.

Ou seja:

e Asoma de dois termos equidistantes dos extremos é igual a soma
dos extremos.

e O dobro do termo médio é igual a soma dos extremos.

e Estas afirmagdes sdo verdadeiras em qualquer progressdo

aritmética.



Consideremos os sete primeiros termos da progressdo aritmética de

termo geral a, =3+5n

Consideramos os sete primeiros termos da sucessao

u, =8 ;u, =13 ;u, = 18 ;u, =23; u, =28,u, = 33 ;u, =38

Calculamos:
e A soma dos extremos

u, +u, =46

e A soma dos termos equidistantes dos extremos

u, +u, =46 u, +u, =46

e O dobro do termo médio

2u, =2x23=46

Usando esta relagdo vamos estabelecer a expressdao que permite de

determinar a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética.

S =utuytu+.tu, ,tu,  tu,

S =u, tu,  +u, ,+...Fu;tu, +u

adicionando membro a membro, temos:

28, = (u, +u, )+ (uy +u, )+ (w1, +(u, +uy)

n—parcelas Tarefa 29

Sendo cada uma destas parcelas igual, a soma dos extremos € igual a Determina a soma dos vinte
e cinco primeiros termos das
2Sn=(u1+un)><n P
progressdes aritméticas de

(w,+u,) _
S, :Txn termos gerais:
a) v, =2n-3
n+l1
A expressdo anterior permite encontrar a soma dos n termos consecutivos b) w, = 3
de uma progressao aritmética 1-n
c) t, =T
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Tarefa 30

Determina a soma dos 10
primeiros termos consecutivos
a partir do 52 inclusive, das

progressoes aritméticas de

termo geral:
a) g, =5n-27
n
b) =5+—
&n 3
28 —n
c) v, =
2

A LENDA DE SISSA

Uma famosa lenda atribui a
criacdo do xadrez ao filésofo
indiano Lehur Sissa. Ele teria
inventado o jogo para acabar
com a agonia de um raja que
perdera o seu filho numa
batalha. Sissa apresentou

o xadrez ao poderoso raja,
informando-o que a sua pratica
traria conforto espiritual.
Maravilhado com o xadrez, o
raja disse a Sissa que poderia
pedir qualquer coisa como

recompensa.
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Exemplos:
1. Calcula a soma dos vinte primeiros nUmeros pares.
A sucessdo dos niumeros pares é uma progressao aritmética de razdo 2 em

que o primeiro termo também é 2.

a,=2+(n-1)x2<a,=2n

a, +a
S20 Z%XZO
s, =220 00-420

2. Considera a progressdo aritmética definida por v, =3n—1. Calcula a

soma 20 termos consecutivos a comegar no termo de ordem 15.
12 Processo

vty

v, +v,
§=8,-8,=

x34— x14 =1450

22 Processo

_VistVy

S x(34—15+1)=1450

ProgressGes geométricas

Sissa pediu simplesmente um grado de trigo pela primeira casa do tabuleiro,

1 2 4 8 16 32 64 128

dois graos pela segunda, quatro pela terceira,
oito pela quarta e assim por diante, dobrando
a quantidade anterior, em progressdo
geométrica até chegar a casa que correspondia

a0 numero sessenta e quatro.

Com um pedido tdo simples e aparentemente tdo humilde, o raja cedeu e
pediu aos tesoureiros do reino que o contabilizassem.

A Surpresa foi quando o rei foi informado que ndo haveria trigo na India
suficiente para pagar a recompensa prometida. O numero de graos
que Sissa tinha pedido, corresponde a subtracdo de 2% —1, ou seja:
18.446.744.073.709.551.615 graos de trigo.

Considerando a sequéncia do numero de grdaos de trigo para cada

quadrado do tabuleiro, temos a sucessao, 1, 2, 4, 8, 16, ....



Verifica-se que cada termo da sucessdo obtém-se do anterior,
multiplicando-o por 2. A esta sucessao chamamos de progressdao
geométrica em que o quociente entre quaisquer dois termos consecutivos

é constante (razdo da progressao).

Uma progressdo geométrica é toda a sucessdo (u,) em que é
constante o quociente entre quaisquer dois termos consecutivos

(nenhum termo é nulo).
Sendo (u, ) é uma progressao geométrica de razdo r, temos que:

u,,, =u,r,paratodon € N, que é equivale a:

u,, Tarefa 31
—L =y, semprequeu, # 0, paratodon € N
u, Seleciona de entre as
A constante r da-se o nome de razdo da progressao. SUCEEE0ES, &5 Qe S21g
progressdes geométricas
indicando a respetiva razdo.
Exemplos: a) a =-3"
. ~ -2
1. Prova que a seguinte sucessdo de termo geral v, =3x6"" é uma b) ¢ =2"—n
n
progressdo geométrica e classifica-a quanto a monotonia. 1
v 3x6"! ) d, =0
= =6 (constante),Vn eIN 4 o=n
v, 3x6" ) r,=n"—n

Podemos afirmar que (v, )éuma progressio geométrica

1
Como r=6 a, = 5 a sucessdo é monotona crescente.

—n

2. Considera a seguinte progressdo geométrica a, = —5

Estuda a sucessdo dada quanto a monotonia.

—n-1
14 :-gﬂil—::—_:é—j;—::-l
a, -5 5
1 ~ ) )
Como g =-—<0 e 0<r<l a progressio € mondtona

decrescente.

Expressao do termo geral de uma progressao geométrica

Consideremos uma progressao geométrica (un), com u, #0er=0.

Utilizando a defini¢do de progressdao geométrica:
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O\,

Nota que:

\Y

mondtona crescente (a,>0)

e Ser>1asucessdo é

ou decrescente (a,<0):

e Ser=1asucessdo é
monaotona constante ( todos
0s termos sao iguais ao
primeiro).

e Se 0<r<l1asucessdo é
mondtona decrescente

(a,<0), ou crescente (a,>0).

e Ser<0asucessdoé ndo
monatona ( os termos sao
alternadamente positivos e

negativos).

Tarefa 32

Estuda quanto a monotonia as
progressdes geométricas tais
que:

a) uy=-2 e rzé
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u2
Z=rou, =ur
U

Uy, o,
“=rou =ur=ur
U,

Yo su —ur=ur
=rou, =ur=ur

Entdo, o termo geral de uma progressao geométrica (un), de primeiro

n—-1

termo u, erazdor, é dada por: u, =u,r

Exemplo:

~ - - . |
Numa progressdo geométrica de razdo 3, o primeiro termo é —.

27

Determina o sétimo termo.

1 - 0
O termo geral da progressdo é u, =2—7><3" 'ou, =3""

Entdo o sétimo termo é u, =3’ =27

Soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica

Consideramos os n primeiros termos de uma progressao geométrica (un)

de razdo r #1 :u, u,, uy,u,,...,u,, queremos encontrar uma expressao

que nos permita calcular a soma Sn de esses termos:
S =u tuy,tu,+...+u,

Sendo u, =u,r ;

S, =u1(1+r+r2 +...+r”"1)

rS, =u1(r+r2+r3...+r")

Subtraindo membro a membro estas duas equagdes obtemos:

S —rS, =ul(l—r")

paratodoneN A r=1



Nota que, quando a razdo é igual a um ndo podemos usar a expressao

anterior e nesse caso, S, = nu, .

Exemplos:

1. Calcular a soma das primeiras dez poténcias de base dois e expoente

natural.
2422 +2% +.. 42

A sucessdo dada é uma progressao geométrica de razao 2 e cujo primeiro

termo também é 2.

_ 1o _5l0
-7 :21 2
1-r 1-2

=2046

2. Calcular a soma dos primeiros 12 termos da sucessdo de termo geral

1 n-2
u, =|— .
)

A sucessdo dada é uma progressdao geométrica de razao

N | =

3. Determinar a soma dos 25 primeiros termos de uma progressao

geomeétrica cujo primeiro termo é 5 e de razdo 1.

S, =25xa, =25x5=12

Tarefa 33

Determina expressdes dos
termos gerais das progressoes
geométricas de que se

conhece:
ajr=2ea, =-2

b)b,=1eb, =7

Tarefa 34

Determina soma dos
seis primeiros termos da
progressao geométrica

conhecidos os termos:

Tarefa 35

Numa colheita laboratorial
de bactérias observou-se que
no final do 12 minuto havia

4 bactérias, no final do 22
minuto havia 16 bactérias,
no final do 32 minuto

havia 64 bactérias e assim

sucessivamente.

a) Quantas bactérias ha no
final do 72 minuto? E no
final do 102?

b) Justifica que se trata de
uma progressao geométrica
e escreve a expressdo do

seu termo geral.
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Exercicios e problemas

4+n

1. Dada a sucessdo (un) de termo geral: u, = ]
n+

1.1. Determina os trés primeiros termos da sucessao
: 3 «
1.2. Averigua se -5 é termo da sucessdo

1
1.3. Determina a ordem depois da qual: u, > 5

1.4. Averigua se a sucessdo é monotona

2. Estuda quanto a monotonia as sucessdes de termo geral:

2n-3

n+l
2 3n

22. b, =(-1) "

21 a,=

3. Consideremos a seguinte sequéncia de figuras

gﬁ':lﬂj:l

3.1. Indica o quinto termo da sequéncia

3.2. Qual é o termo geral da sucessao?

dn+1

n
4.1. Calcula o 72 e o0 102 termo da sucessao

4. Considera a seguinte sucessdo a, =

. 21 , ~ . L
4.2. Verifica se = é termo da sucessdo dada, em caso afirmativo indica a sua ordem
4.3. Estuda a sucessao quanto a monotonia

4.4, A sucessao é limitada ? Justifica

2 ;
— se n épar
n
5. Considera a seguinte sucessdo: a, =
1 55
—— se neimpar
n

5.1. Estuda a monotonia

5.2. Verifica se 0,99 é termo da sucessao
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6. Considera a sucessdo b, =5——
n
6.1. Mostra que se trata de uma sucessdo crescente
6.2. Prova que a sucessao é limitada
6.3. Indica o maior dos minorantes

6.4. Indica trés majorantes.

7. Mantendo a lei de formagao que figura sugere, o termo geral da sucessao (un ) designa o numero de triangulos

do termo n.

7.1. Desenha o termo de ordem seis e sete da sucessao
7.2. Define a sucessdo por recorréncia

7.3. Existe alguma figura com 501 triangulos? Justifica

8. Seja (un) uma progressao aritmética em que a soma dos dois primeiros termos € o dobro da razdo e
o termo de ordem quatro é 7.

8.1. Determina a razao e o primeiro termo

8.2. Escreve o termo geral da progressdo

8.3. Verifica se 16 é termo da sucessao

8.4. Calcula a soma dos 8 primeiros termos.

9. Considera uma progressdo aritmética (un) emaque u, +u; =19 e u,—u, =9
9.1. Determina o primeiro termo e a razao

9.2. Escreve o termo geral da progressao

9.3. Determina a soma dos seis primeiros termos

9.4. Estuda a progressdo quanto a monotonia.

10. Escreve o termo geral de uma progressdo geométrica sabendo que
10.1. @, =8 e r=6

10.2. a, =8 e a, =27

11. Calcula a soma dos 55 primeiros termos da progressdo aritmética definida pelo seguinte termo geral

u,=2n-3
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n+2
12. Averigua se a sucessdo de termo geral u, = (5] é uma progressao geométrica
13. Determina o termo de ordem 42 de uma progressao geométrica sabendo que @, =6 e a, =—4
14. Escreve 0s cinco primeiros termos:

14.1 Da sucessao dos niumeros que sao quadrados perfeitos

14.2 Da sucessao dos inversos dos multiplos de cinco

~ 3n+1
15. Dada a sucessdo de termo geral u, =
2n+1
15.1. Determina u, e u,,
15.2. Determina u,,, —u,
15.3. Verifica se é e E sdo termos da sucessdo e em caso afirmativo indica a sua ordem.
7 11

a, =2
~ 6.0 ~ q 1
16. Dada a sucessdo, definida por recorréncia:
a,, =3a, paran>1

16.1. Escreve os quatro primeiros termos da sucessao.

16.2. Averigua se a sucessdo dada é uma progressao geométrica

17. Considera a seguinte sucessdo (w,,) definida do seguinte modo:

w =3
w, =0
w,=w_ +w,_, paran>2

Determina ws + W,

. . . . n 2N
18. Representa graficamente os cinco primeiros termos da sucessdo de termo geral u, = (—1) —

3
19. Verifica se sdo ou ndo limitadas as sucessdes de termos gerais:

|
S

20. Considera a sucessdo de termo geral: a, =
201. Estuda a sucessdo quanto a monotonia.

20.2. Mostra que a sucessao é limitada, indicando um majorante e um minorante.
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